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Ensemble Convexes dans les Graphes I 
Theoremes de Helly et de Radon pour Graphes et Surfaces 
P. DUCHET ET H. MEYNIEL 
Nous montrons que pour toute definition raisonnable d'une convexite sur un graphe G (les 
ensembles convexes seront simplement supposes connexes), Ia formulation des theoremes de 
Helly et de Radon, connus dans le cas de Ia convexite ordinaire dans llil", fait intervenir de fa<;on 
naturelle un parametre celebre pour les graphes: le nombre de Hadwiger. Une application de 
ces resultats est alors possible au cas des surfaces. 
We consider abstract convexities on graphs (or surfaces). We suppose the convex sets are 
connected (or path-connected). Then, the well known Helly and Radon theorems on ordinary 
convex sets hold for all such convexities with order TJ and 2TJ respectively, where TJ is the 
Hadwiger number of the graph (or the chromatic number of the surface): G is contractible into 
KTJ but not into KTJ+l· 
1. PRELIMINAIRES 
Les graphes consideres ici sont finis, non orientes et sont, sans perte en generalite, 
supposes simples, connexes et sans boucles. La terminologie generate est celle de [2]. 
Une chaine de x ay dans un graphe G = ( V, E) sera une suite de sommets x1. . .. , Xm 
avec X1 =X, Xm = y et Xk adjacent aXk+l pour k = 1, ... , m -1. 
Une convexite abstraite, au sens de Motzkin (voir par exemple [13, 15]) sur un ensemble 
Vest simplement Ia donnee d'une famille 1:€ de parties de V (=les parties convexes) 
stable par intersection. 
Precisement, dans le cas de graphes, une convexite sur un graphe G = ( V, E) sera un 
ensemble 1:€ de parties de v verifiant les axiomes: 
(1.1) 0 E 1:€ et V E 1:€. 
(1.2) Toute intersection de membres de 1:€ appartient a1:€. 
(1.3) Tout membre de 1:€ est une partie connexe du graphe. 
L'enveloppe convexe d'une partie X de Vest definie par 
(1.4) Conv(X) = nY=>X Y. 
YE~ 
Une convexite abstraite sur un ensemble Vest souvent definie apartir d'une application 
I: V x V-+ 2v ("Interval function" au sens de Mulder [16]); Ia relation "z E I(x, y )" 
pourra s'interpreter comme "z est entre x et y". La convexite correspondante 1:€1 est 
determinee par 
(1.5) XE%~('Vx,yEX) I(x,y)cX. 
L'etude de convexites particulieres dans les graphes fera l'objet d'une publication 
ulterieure [8]. 
La convexite dite "ordinaire" dans le graphe G = ( V, E), est definie a partir de Ia 
fonction intervalle I ou I(x, y) est l'ensemble des sommets du graphe situes sur au mains 
une chaine de longueur minimum reliant x ay (= "geodesique"). 
Notre propos ici est d'etablir pour les convexites graphiques des analogues des 
theoremes combinatoires classiques sur les ensembles convexes ordinaires de l'espace 
euclidien IR". Le theoreme de Helly [11, 7] pour IR" dit: 
Si une famille finie d'ensembles convexes a une intersection vide, il existe n + 1 au plus 
de ces ensembles qui ont une intersection vide. 
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Cette propriete a encore un sens dans le cadre d'une convexite abstraite quelconque. 
Le nombre de Helly d'une convexite Cf6 note h (Cf6) est le plus petit en tier h ·tel que Ia 
propriete de Helly soit satisfaite a l'ordre h: des que h membres quelconques d'une 
famille de convexes ont un sommet commun, tous les ensembles de Ia famille ont un 
sommet commun. 
LEMME 1.6 (Berge, Duchet [3], Calder [5]). Pour toute convexite Cf6 sur un ensemble 
V, Ia proprieti de Helly al'ordre h est equivalente aIa propriite: 
(1.6) Pour toute partie X de V avec h + 1 elements, nxExConv'€(X\x) ¥- 0. 
PREUVE CouRTE. (1.6) est evidemment necessaire. Reciproquement supposons 
(1.6) vraie et considerons une famille finie [!Ji d'ensembles Cfi-convexes. Si [!Ji a une 
intersection vide, soit [!F' c [!Ji une famille minimale d'intersection vide. Alors pour tout 
FE [!F' il existe un element ap dans nEE9"' E et de plus ap ¥- aa si F ¥-G. On ne peut 
E;<F 
a voir lg;'l;,: h + 1 car une partie de h + 1 elements de Ia forme ap contredirait (1.7). D'ou 
lg;'l,;;h. 
Le theoreme de Radon dans IR", avec Ia convexite ordinaire [18]: 
Tout ensemble de n +2 points au mains dan IR" admet une partition en deux ensembles 
non vides dont les enveloppes con vexes ont un point commun. 
Comme precedemment, le nombre de Radon r(Cfi) d'une convexite abstraite Cf6 c Z v 
est defini comme le plus petit entier r tel que tout ensemble A d'au moins r elements 
admet une partition de Radon, c'est-a-dire une partition en deux ensembles A 1 et A 2 
tels que 
LEMME 1.7 (Levi [13]). Pour toute convexite abstraite Cf6 c 2von a: 
(1.7) h(Cfi),;;r(Cfi)-1. 
Cela resulte facilement du Lemme 1.6. 
2. PRINCIPAUX RESULTATS 
Si X c V est un ensemble connexe de sommets d 'un graphe G = ( V, E), le contracti 
de G par X est le graphe note G/X obtenu en identifiant tousles sommets de X. 
G est contractible en un graphe H si H s'obtient a partir de G par une suite de 
contractions. 
Le nombre de Hadwiger (cf. Ia fameuse conjecture de Hadwiger [10]) note 71(G) est 
le plus grand entier 11 tel que G soit contractible en le graphe complet a 11 sommets, K,,. 
Le lecteur se persuadera sans peine de Ia validite du critere suivant. 
CRITERE 2.1. Soient pun entier ;,:1 et Vi,i des ensembles de sommets d'un graphe G, 
pour 1 ,;; i ,;; j ,;; P. Si les conditions suivantes sont realisees: 
(2.1.1) Vi,i est connexe pour 1,;; i <j <P, 
(2.1.2) Vi,i n Vi,i = 0 pour 1,;; i < j,;; P, 
(2.1.3) Vi,i n Vi,r c Vi,i 
et Vi,r n Vi,r c V,,, pour 1,;; i <j < r ,;;p, 
(2.1.4) Vi,i n V,,s = 0 si i, j, r, s sont differents, a tors G est contractible en Kp. 
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THEOREME 2.2. Si G est un graphe fini connexe et 76 une convexiti sur G, on a: 
(2.2) h (76) ~ 11 (G). 
Autrement dit d'une famille d'ensembles convexes d'intersection vide, on peut toujours 
extraire une famille d'au plus 71(G) ensembles convexes d'intersection vide. 
Le lecteur verifiera sans peine que l'egalite dans (2.2) est toujours possible: 
CoROLLAIRE 2.3. Le nombre de Hadwiger d'un graphe fini connexe est le maximum 
des nombres de Helly des convexites sur ce graphe. 
DEMONSTRATION nu THI~.OREME. Raisonnons par l'absurde en supposant la pro­
priete de Helly contredite a l'ordre 71 = 71(G). D'apres le Lemme 1.6, il existe 71 + 1 
sommets de G, Vt. ... , vTJ+l tels que 
(2.4) n:~i Conv'€{v13 1~ ~a}= 0. 
Parsons alors 
(2.5) V;,i = nt.."'""TJ+l Conv'€{v13 1~ ~a} 
a#i,j 
pour tout 1 ~ i, j ~ 71 + 1. Les V;,i sont con vexes, done connexes (axiome (1.3)). Remar­
quons que Vi,j contient Conv'€{V;, Vj}. II resulte de (2.4) que Vi,j et Vr,s sont disjoints si 
i, j, r, s sont differents et que V;,; et Vi.i sont disjoints si i ~ j. De plus V;,i 11 V;,k = V;,; 
pour j ~ k. G est done contractible en KTJ+t. d'apres notre Critere 2.1. 
THEOREME 2.6. Si G est un graphe fini connexe et 76 une convexite sur G, on a: 
(2.6) r(76) ~ 211 (G). 
PREUVE. Posant 71 = 71(G), raisonnons par l'absurde: supposons que G contienne 
un ensemble A= {xt. ... , xTJ, y2 , ••• , YTJ+ 1} sans partition de Radon. Pour 1 ~ i <j ~ 71 + 1 
posons: 
V;,i = Conv'€({x;, Yi}), 
et pour i fixe, 1 ~ i ~ n + 1 posons 
X;= U (V;,a 11 V;,13 ) sii <71. 
a,f3 
i<a</3 
Y; = U (Va,i 11 V13,;) si i >2, 
a,/3 
c:r.<(3<i 
Z; = Conv'€{x;, y;} si 2 ~ i ~ 11· 
Et enfin definissons les ensembles V; = V;,; par: 
V1=Xt. 
V; =X; u Y; uZ; si 2~i ~71, 
Intuitivement, X; est la "partie haute" de V; et contient X;; Y; est sa "partie basse" et 
contient y;. Z; est la "partie moyenne" qui contient a la fois X; et y;. Les connections de 
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V; aVise font (pour i <j) "de haut en bas"; Ia connectivite de !'ensemble V; lui-meme 
est assuree par sa partie moyenne. 
Montrons que le critere 2.1 est applicable aux ensembles V;,i (avec V; = V;,;). Le fait 
que A n'admette aucune partition de Radon peut s'ecrire: 
B,CcA et B11C=0:;:?Conv'€(B)11Conv'€(C)=0. 
En particulier: 
(2.7) Conv'€{a, b}11Conv'€{c, d}= 0 pour des sommets distincts a, b, c, d de A. 
II en resulte que les assertions (2.1.4) et (2.1.3) sont verifiees. De plus chaque ensemble 
convexe etant connexe, les ensembles V;,i> X;, Y;, Z;, V; sont connexes: !'assertion (2.1.1) 
est vraie. 
Entin, en remarquant que !'ensemble V;,i 11 V,,. est vide des que i ;e r et j ,e s, d'apres 
(2.7), on verifie aisement que Ia Condition (2.1.2) est verifiee. G est ainsi contractible 
en KTJ+l· Contradiction. 
Nous ne savons pas actuellement, si Ia borne du Theoreme 2.6 est Ia meilleure possible. 
3. APPLICATIONS AUX SURFACES 
Pour les surfaces, plusieurs definitions des convexites, plus ou mains naturelles, ont 
ete envisagees ([4, 6, 17]). Horn [12] et Molnar [14] ont en particulier prouve que le 
nombre de Helly, pour des convexites particulieres definies sur Ia sphere Sz, etait 4. 
Nous generalisons ici ces resultats en utilisant les methodes precedentes. 
Une surface est ici 2-variete topologique connexe par arcs (orientable ou non). Pour 
les notions se rattachant aIa theorie des representations des graphes sur les surfaces, le 
lecteur pourra consulter [9, 19, 20]. 
w (2') designe le plus grand en tier w tel que le graphe complet Kw so it representable 
(sans croisement) sur Ia surface 2'. 
x (2') designe le nombre chromatique de 2'. 
THEOREME 3 .1. So it 2' une surface et ~ une convexite definie sur 2' telle que tout ensemble 
~-convexe soit connexe par arcs sur 2'. 
Les nombres de Helly et de Radon de~ verifient: 
(3.1.1) h(~),;;;x(2')=w(2'), 
(3.1.2) r(~),;;; 2x (2') = 2w (2'). 
PREUVE. L'egalite x(I) = w(I) est bien connue pour les surfaces de genre ;eo (cf. 
[9, 19] et resulte du theoreme des quatre couleurs [1] pour Ia sphere). De plus pour 
que Kp soit representable sur 2', il suffit qu'un graphe contractible en Kp soit representable 
sur 2'. Par des arguments de compacite des arcs, on peut sans peine en deduire le critere 
suivant: 
CRITERE 3.2. Solvent pun entier ;;;.:1, 2' une surface et V;,i des ensembles de points de 
2', pour 1 ,;;; i ,;;; j,;;; p. Si les conditions suivantes sont realisees: 
(3 .2.1) V;,i est connexe par arcs pour 1 ,;;; i ,;;; j,;;; p, 
(3.2.2) V;,; 11 Vi.i = 0 pour 1 ,;;;j <j,;;;p, 
(3.2.3) V;,il1 V;,,c V;,;et V;,,l1 Vj,,c V,,,pour 1,;;;i<j<r,;;;p, 
(3.2.4) V;,i 11 V,,s = 0 si i, j, r, s sont diffirents. 
Alors w(I) ;;;.p. 
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II suffit done de remplacer "connexe" par "connexe par arcs" dans les preuves des 
Theoremes 2.2 et 2.6 pour etablir notre assertion. 
La borne (3.1.1) est evidemment la meilleure possible pour le nombre de Helly des 
convexites abstraites definies sur ~-
Dans le cas du plan, la borne peut meme etre atteinte par une convexite definie a 
partir d'une distance: distance induite de la distance intrinseque sur la sphere S2 par la 
projection stereographique. 
PROBLEME 3.3. Soit I une surface compacte; la borne x(I) = w(I) pour le nombre 
de Helly est-elle atteinte pour la convexite intrinseque ( =definie par les geodesiques) 
d'au moins un plongement de I dans un espace euclidien !Rd? 
En particulier, quel est le nombre de Helly de la convexite intrinseque d'un tore plonge 
dans IR 3 ? 
Pour le nombre de Radon, dans le cas du genre 0, l'inegalite peut etre amelioree: 
PROPOSITION 3.4 Soit Cf5 une convexiti sur un graphe planaire G (respectivement, sur 
une surfaceS de genre 0) telle que les ensembles Cfl-convexes soient connexes (resp. connexes 
par arcs). Alors: 
Autrement dit, tout ensemble ayant au mains 5 sommets de G (resp. 5 points de S) admet 
une partition de Radon. 
Les deux cas, graphe planaire ou surface de genre 0 se traitent de la meme maniere: 
si r(Cfl) > 5, il existe 5 points Xt ••• Xs de la sphere Sz, lies deux adeux par des arcs f.Li,j 
(1 ~ i <j ~ 5) de x; axi> avec la propriete suivante: 
(3.4) f.Li,i n f.Lr,s = 0 si i, j, r, s sont differents. 
Un tel plongement de K 5 dans S2 ne peut exister (voir par exemple [21]). 
PROBLEME 3.5. L'inegalite r(Cfl)~w(I)+1 est-elle vraie en general? 
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